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Relations abe´liennes
des tissus ordinaires de codimension arbitraire
Daniel Lehmann
Abstract
We generalize to webs of any codimension results already known in codimension one.
Given a holomorphic d-webW of codimension q (q ≤ n−1) in an ambiant n-dimensional holomor-
phic manifold U , we define for any integer p (1 ≤ p ≤ q) the condition for such a web to be p-ordinary
(resp. strongly p-ordinary). If this condition is satisfied, we then prove that its p-rank rp(W) (resp.
its closed p-rank r˜p(W)), i.e. the maximal dimension of the vector space of the germs of p-abelian
relations (resp. of closed p-abelian relations) at a pointm of U , is finite. We then give an upper-bound
π0p(n, d, q)
(
resp. π′p(n, d, q)
)
for these ranks.
Moreover, for some values of d
(
we then say that the web is p-calibrated (resp. strongly p-
calibrated)
)
, we define a tautological holomorphic connection on a holomorphic vector bundle of rank
π0p(n, d, q) (resp. π
′
p(n, d, q)), for which the sections with vanishing covariant derivatives may be iden-
tified with p-abelian relations (resp. closed p-abelian relations). The curvature of this connection is
then an obstruction for the rank rp(W) (resp. r˜p(W)) to be maximal.
Examples are given. By the way, we exhibit some closed 2-abelian relation which is not the
coboundary of some 1-abelian relation.
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1 Introduction
Soit W un d-tissu holomorphe de codimension q, comple`tement de´composable, dans une varie´te´ holo-
morphe U de dimension n (1 ≤ q ≤ n − 1), de´fini par d feuilletages (Fi)1≤i≤d de codimension
q en position ge´ne´rale. Rappelons ([Gr]) qu’une p-relation abe´lienne (1 ≤ p ≤ q) est la donne´e
d’une famille (ωi)1≤i≤d de p-formes diffe´rentielles sur U , ou` chaque forme ωi est Fi-basique, et∑
i ωi = 0,. L’ensemble Ab
p des p-relations abe´liennes posse`de une structure naturelle d’espace vecto-
riel, et l’application (ωi)i 7→ (dωi)i permet de de´finir une structure de complexe sur Ab
∗ = ⊕p≥1Ab
p
(Abp = 0 pour p > q). Il est possible de donner des de´finitions globales, valables pour des tissus non
ne´cessairement comple`tement de´composables, mais nous limiterons notre e´tude au niveau des germes
de tissu en un point m de U .
L’espace vectoriel Abp peut eˆtre de dimension rp infinie. Mais, si n est un multiple de q, A.
He´naut a de´montre´ dans [H2] que cette dimension e´tait finie, et il en a donne´ une borne supe´rieure,
ge´ne´ralisant le nombre de Castelnuovo (re´sultat d’abord de´montre´ par Chern ([C]) si p = q = 1, puis
par Chern-Griffiths ([CG]) pour p = q). Ces auteurs, ainsi que Akivis ([A]), se sont particulie`rement
inte´resse´s a` la line´arisabilite´ des tissus, ainsi qu’a` la recherche de tissus de rang maximum, tels en
particulier ceux de q-rang maximum propose´s par Goldberg ([G]).
Lorsque n n’est plus ne´cessairement un multiple de q, Damiano ([D]) a donne´ une borne supe´rieure
de rn−1 pour les tissus en courbes (q = n − 1). Il a en particulier montre´ que le (n + 3)-tissu en
courbes qui ge´ne´ralise naturellement le tissu de Bol ([Bo]) du cas n = 2, n’est pas line´arisable, et est
de rang rn−1 maximum (pour p < n− 1, les rangs rp de celui-ci sont tous infinis).
Nous allons nous inte´resser a` des questions un peu diffe´rentes. Toujours lorsque n n’est plus
ne´cessairement un multiple de q, mais a` la condition que le tissu soit p-ordinaire, nous allons montrer
que rp est encore un nombre fini, et nous pre´ciserons sa borne supe´rieure. Nous donnerons aussi une
borne supe´rieure de la dimension r˜p de l’espace des germes de p-relations abe´liennes ferme´es pour les
tissus fortement p-ordinaires (la distinction n’e´tant e´videmment plus a` faire si p = q, et en particulier
si q = 1).
Nous allons pour cela` ge´ne´raliser aux tissus de codimension arbitraire les re´sultats de´montre´s dans
[CL] pour les tissus de codimension un. Nous y avions vu qu’en codimension un, le rang des d-tissus
holomorphes dans une varie´te´ holomorphe de dimension n e´tait majore´ par un certain entier π′(n, d)
strictement infe´rieur au nombre π(n, d) de Castelnuovo pour n ≥ 3, pourvu qu’ils soient ordinaires.
Cette condition est ge´ne´riquement1 ve´rifie´e. L’entier π′(n, d) est donc aussi la borne supe´rieure du
genre arithme´tique des courbes alge´briques ordinaires2, et accessoirement la borne infe´rieure du genre
arithme´tique des courbes alge´briques arithme´tiquement de Cohen-Macaulay (cf. [GHL]). En outre,
lorsqu’il existe un entier k0 ≥ 1 tel que d soit e´gal a` la dimension c(n, k0) de l’espace des polynoˆmes
homoge`nes de degre´ k0 en n variables (on dit alors que le tissu est calibre´
1), nous avions de´fini -pour ces
tissus- une connexion holomorphe sur un certain fibre´ holomorphe de rang π′(n, d), dont la courbure
e´tait l’obstruction a` ce que le rang du tissu soit maximal e´gal a` π′(n, d), ge´ne´ralisant ainsi la courbure3
de´finie, pour n = 2, par He´naut ([H1]) et Pirio([P]) inde´pendamment (c’est la courbure de Blaschke
([B]) si d = 3).
Une fois surmonte´es quelques difficulte´s techniques supple´mentaires, la me´thode est la meˆme en
codimension arbitraire. Nous la re´sumons ci-dessous pour les relations abe´liennes, mais on proce`de de
la meˆme fac¸on pour les relations abe´liennes ferme´es, ainsi que nous le verrons dans la section 4 :
- on observe d’abord que les p-relations abe´liennes formelles a` un certain ordre k, qui se projettent
sur une relation abe´lienne formelle w(k−1) donne´e a` l’ordre k − 1, sont solution d’un syste`me line´aire
Σk(w
(k−1)) (sans second membre si k = 0, et dont la partie homoge`ne ne de´pend pas de w(k−1) si
k ≥ 1), dont on e´value la taille ;
- dire que le tissu est p-ordinaire signifie que tous ces syste`mes sont de rang maximum ; cette
proprie´te´ ne requiert en fait qu’un nombre fini de conditions : plus pre´cise´ment, il suffit que les
1Si n = 2, tous les tissus sont ordinaires, calibre´s, et pi′(2, d) = pi(2, d).
2Ce sont les courbes dont les points d’intersection avec un hyperplan ge´ne´rique sont en “position ge´ne´rale”, ou -de
fac¸on e´quivalente- dont le tissu associe´ dans l’espace projectif dual est ordinaire.
3Dans [DL1], nous avons aussi propose´ un programme sur Maple pour calculer cette courbure, n et d e´tant arbitraires,
(une programmation avait de´ja` e´te´ propose´e par Pirio dans le cas n = 2).
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syste`mes Σk(w
(k−1)) soient de rang maximum pour k infe´rieur ou e´gal a` un certain entier (note´ k0p+1
en ge´ne´ral, et k0p si Σk0p a autant d’inconnues que d’e´quations), pour que le tissu soit p-ordinaire ;
- l’entier k0p est caracte´rise´ par le fait que les syste`mes Σk(w
(k−1)) sont ou non sur-de´termine´s selon
que k > k0p ou k ≤ k
0
p ; on en de´duit que les p-relations abe´liennes formelles a` l’ordre k constituent, si
k ≤ k0p, un fibre´ vectoriel R
p
k dont le rang augmente avec k jusqu’a` une certaine valeur π
0
p(n, d, q) que
l’on sait calculer ;
- puique les syste`mes line´aires pre´ce´dents sont sur-de´termine´s pour k > k0p, la dimension de l’espace
vectoriel des p-relations abe´liennes formelles d’ordre ∞ en un point est au plus e´gale a` π0p(n, d, q) ;
puisque le contexte est analytique, il en est a fortiori de meˆme pour le p-rang du tissu (on appelle
ainsi la dimension maximum de l’espace des germes de p-relations abe´liennes en un point).
Dire que le tissu est p-calibre´ signifie que le nombre d’e´quations dans Σk0p est e´gal au nombre
d’inconnues. Si le tissu est de plus p-ordinaire, la projection Rpk0p
→ Rpk0p−1
est alors un isomorphisme.
L’isomorphisme inverse permet de de´finir de fac¸on naturelle une connexion holomorphe sur le fibre´
E := Rpk0p−1
, pour laquelle les sections a` de´rive´e covariante nulle s’identifient aux p-relations abe´liennes
(me´thode initie´e dans [H1] quand n = 2, et utilise´e dans [CL] en codimension un pour n quelconque).
La courbure de cette connexion est donc une obstruction a` ce que le p-rang du tissu soit maximal e´gal
a` π0p(n, d, q). Ainsi que nous l’avons fait dans [DL2] dans le cas de la codimension un, on pourrait
-du moins en the´orie- raffiner cette me´thode des connexions afin de calculer explicitement le p-rang
du tissu, y compris dans le cas non-calibre´, sans avoir a` exhiber les relations abe´liennes ; en pratique,
il nous faudrait un ordinateur plus puissant pour arriver au bout des calculs.
On e´tudie de meˆme le fibre´ R˜pk des p-relations abe´liennes formelles a` l’ordre k ferme´es.
Observons par ailleurs que les rangs ρk(p) et ρ˜k(p) des fibre´s R
p
k et R˜
p
k (ainsi que la courbure
dans le cas calibre´) sont aussi des invariants des tissus, qui peuvent suffire a` faire la distinction entre
plusieurs d’entre eux, et qui sont parfois plus faciles a` calculer que les rangs rp et r˜p proprement dits.
Dans la section 5 consacre´e aux exemples, nous montrons en particulier que, meˆme au niveau des
germes, les 2-relations abe´liennes ferme´es non triviales de l’un des exemples de [G] ne sont le cobord
d’aucune 1-relation abe´lienne.
Je remercie vivement Alain He´naut pour ses suggestions et encouragements.
2 De´finition des p-relations abe´liennes
Notations et calculs pre´liminaires
Soient
U un ouvert d’une varie´te´ holomorphe de dimension n, (n ≥ 2),
d un entier > 0,
et p et q deux entiers tels que 1 ≤ p ≤ q ≤ n− 1.
Notons TF le fibre´ vectoriel holomorphe de rang n−q des vecteurs tangents a` un feuilletage holomorphe
F de codimension q. Rappelons qu’une p-forme diffe´rentielle ̟ sur U est dite
- F -semi-basique si iX̟ = 0 pour toute section X de TF , (iX de´signant le produit inte´rieur),
- F -invariante si LX̟ = 0 pour toute section X de TF , (LX = iX ◦ d+ d ◦ iX de´signant la de´rive´e
de Lie),
- F -basique si elle est a` la fois F -semi-basique et F -invariante.
On notera B∗(F) la sous-alge`bre diffe´rentielle gradue´e des formes F -basiques.
Si F est localement de´fini par une submersion θ : U → W sur une varie´te´ W de dimension q, les
formes F -basiques sont aussi de´finies localement comme e´tant les images re´ciproques par θ des formes
sur W , cette deuxie`me de´finition ne de´pendant pas de la submersion θ utilise´e.
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On appellera syste`me ge´ne´rateur de fonctions F-basiques toute famille u = (u1, · · · , uq) de q
fonctions holomorphesF -invariantes, telle que les fonctions uα (1 ≤ α ≤ q) et les 1-formes holomorphes
duα engendrent toute l’alge`bre gradue´e B
∗(F) : du1 ∧ du2 ∧ · · · ∧ duq 6= 0.
On se donne un d-tissu holomorphe W de codimension q sur U . Bien qu’il soit possible de don-
ner des de´finitions globales, on supposera U suffisamment petit pour permettre des calculs locaux.
En particulier, on supposera que W est comple`tement de´composable en une famille (Fi)1≤i≤d de d
feuilletages holomorphes (Fi)1≤i≤d sur U , en “position ge´ne´rale”,
De´finition 1 :
Soit p un entier compris entre 1 et q.
Une p-relation abe´lienne sur un d-tissu (Fi)i de codimension q sur U est la donne´e d’une famille
de p-formes (ωi)i sur U , (1 ≤ i ≤ d), telle que
-
∑
i ωi ≡ 0, (condition dite “de trace nulle”),
- chaque forme ωi est Fi-basique.
Si l’on impose en plus aux formes Fi-basiques ωi d’eˆtre ferme´es, on dira que la famille (ωi)i est une
p-relation abe´lienne ferme´e ou forte.
Remarque : Pour q = 1, les 1-relations abe´liennes sont les relations abe´liennes usuelles. La condition
de fermeture des formes ωi est alors automatiquement ve´rifie´e, comme c’est encore plus ge´ne´ralement
le cas quand p = q.
L’ensemble des p-relations abe´liennes sur U (resp. des p-relations abe´liennes ferme´es) posse´de une
structure naturelle d’espace vectoriel gradue´ Ab∗(U)
(
resp. A˜b∗(U)
)
.
On peut donner des de´finitions analogues pour les germes de tissus en un point m ∈ U et de´finir
les alge´bres Ab∗m et A˜b
∗
m des germes de p-relations abe´liennes e´ventuellement ferme´es. La dimension,
e´ventuellement infinie, de Ab∗m
(
resp. de A˜b∗m
)
s’appelle le p-rang du tissu en m (resp. le p-rang
fort), et sera note´e rp(m)
(
resp. r˜p(m)
)
. On appellera p-rang du tissu (resp. p-rang fort) la borne
supe´rieure de ces nombres quand m parcourt U .
Proposition 1 : Si, parmi les d feuilletages du tissu, il en existe deux, Fi et Fj (i 6= j), contenus
dans un meˆme feuilletages G de codimension q′, (1 ≤ q′ < q), les p-rangs rp et r˜p du tissu sont infinis
pour tout p ≤ q′.
[Voir en particulier la proposition 3, section 6, pour les tissus de courbes].
De´monstration : Toute p-forme G-basique ̟ (e´ventuellement ferme´e) est en effet a` la fois Fi-basique
et Fj-basique. On obtient par conse´quent une p-relation abe´lienne du tissu (ωi)i (e´ventuellement
ferme´e) avec :
ωi = ̟ , ωj = −̟, ωk = 0 pour k 6= i, j.
QED
Pour e´viter d’utiliser trop d’espace, on notera de´sormais b(r, s) le coefficient binomial r!s!(r−s)! , au
lieu de la notation usuelle
(
r
s
)
. On notera aussi c(r,h):= b(r − 1 + h, h) la dimension de l’espace
vectoriel des polynoˆmes homoge`nes de degre´ h, a` r inde´termine´es, a` coefficients dans C.
Pour tout entier p (1 ≤ p ≤ q), notons Ap (resp. Bp) l’ensemble des multi-indices
A = (1 ≤ α1 < α2 < · · · < αp ≤ q),
(
resp. B = (1 ≤ λ1 < λ2 < · · · < λp ≤ n)
)
,
Soit S(r, h) l’ensemble des c(r, h) multi-indices L de de´rivation d’ordre h des fonctions holomorphes
de r variables
L = (ρ1, · · · , ρr) , ρj ≥ 0 ,
r∑
ρ=1
ρj = h (encore note´ |L|),
et v′L la de´rive´e correspondante d’ordre h d’une telle fonction (si |L| = 0, on notera or le multi-indice
correspondant, et l’on conviendra que v′or = v).
Si L = (ρ1, · · · , ρr) et L
′ = (ρ′1, · · · , ρ
′
r), L+ L
′ de´signera le multi-indice (ρ1 + ρ
′
1, · · · , ρr + ρ
′
r).
Notons L + 1j le multi-indice obtenu a` partir de L en augmentant ρj d’une unite´ ; si ρj ≥ 1, on
notera aussi L − 1j le multi-indice obtenu a` partir de L en diminuant ρj d’une unite´ (si ρj = 0, on
conviendra que v′L−1j = 0). On notera or le multi-indice (ρ1 = 0, · · · , ρr = 0) et l’on posera v
′
or = v.
Lemme 1 : Soient
F un un feuilletage holomorphe de codimension q sur U ,
u = (u1, · · · , uq) un syste´me ge´ne´rateur de q fonctions holomorphes sur U , F-invariantes,
f une fonction holomorphe de q variables, et J une fonction holomorphe sur U .
La formule suivante est alors ve´rifie´e pour tout L ∈ S(n, k), k ≥ 1 :
(
(f ◦u).J
)′
L
=
k∑
h=0
∑
K∈S(q,h)
MKL (F , J).
(
(f)′K ◦u
)
,
les coefficients MKL (F , J), note´s M
K
L s’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´ et qui ne de´pendent pas de f , e´tant
des fonctions holomorphes de´finies par re´currence sur k par les formules suivantes :
M
oq
1λ
= J ′λ et M
1α
1λ
= (uα)
′
λ.J pour k = 1,
et pour tout multi-indice L = (ℓ1, · · · , ℓn) de degre´ |L| = k ≥ 1 :
M
oq
L = J
′
L
MKL+1λ = (M
K
L )
′
λ +
∑
αM
K−1α
L .(uα)
′
λ pour 1 ≤ |K| ≤ k,
MKL+1λ =
∑
αM
K−1α
L .(uα)
′
λ pour |K| = k + 1,
(Il est sous-entendu, si K = (k1, · · · , kα, · · · , kq), que toutes les sommations
∑
α ci-dessus sont
limite´es aux couples (α,K) tels que kα > 0).
Pour J ≡ 1 on posera : NKL (F) :=M
K
L (F , 1).
En particulier, pour |K| = |L], notant s la valeur commune de ces deux entiers, et posant :
L = (ℓ1, · · · , ℓλ, · · · , ℓn), K = (k1, · · · , kα, · · · , kq), on obtient :
NKL (F) =
∑(
(uα1)
′
λ1 .(uα2)
′
λ2 · · · (uαs)
′
λs
)
, et MKL (F , J) = J.N
K
L (F),
la sommation e´tant effectue´e sur tous les produits
∏
(uα)
′
λ de s de´rive´es premie`res (uα)
′
λ tels que
l’entier α (1 ≤ α ≤ q) figure kα fois dans la suite (α1, · · · , αs), et l’entier λ (1 ≤ λ ≤ n) figure ℓλ fois
dans la suite (λ1, · · · , λs).
De´monstration : Ces formules s’obtiennent par re´currence sur |L|, en de´rivant
(
(f ◦u).J
)′
L
par rapport
a` xλ :
( k∑
h=0
∑
K∈S(q,h)
MKL .
(
f ′K ◦u
))′
λ
=
k∑
h=0
∑
K∈S(q,h)
[
(MKL )
′
λ.
(
f ′K ◦u
)
+MKL .
q∑
α=1
(uα)
′
λ.
(
f ′K+1α ◦u
)]
.
Rappels sur les complexes de Spencer et de Koszul
Notant T ∗U le fibre´ tangent complexe de U , le complexe de de Rham (Ω∗(U), d) des formes
holomorphes sur U induit, pour tout entier positif k, le complexe de Spencer (Spk), et le noyau de la
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projection (Spk)→ (Spk−1) n’est autre que le complexe de Koszul (Kok), toujours acyclique :
0 0 0
↓ ↓ ↓
(Kok) · · · → S
k+1T ∗(U)⊗ ∧p−1T ∗(U)
dp−1
−→ SkT ∗(U)⊗ ∧pT ∗(U)
dp
−→ Sk−1T ∗(U)⊗ ∧p+1T ∗(U)
↓ ↓ ↓ ↓
(Spk) · · · → J
k+1
(∧p−1
T ∗U
)
→ Jk
(∧p
T ∗U
)
→ Jk−1
(∧p+1
T ∗U
)
↓ ↓ ↓ ↓
(Spk−1) · · · → J
k
(∧p−1
T ∗U
)
→ Jk−1
(∧p
T ∗U
)
→ Jk−2
(∧p+1
T ∗U
)
Lemme 2 :
(i) Pour tout entier p, (1 ≤ p ≤ n), les k-jets de p-formes ferme´es en un point m de U se projetant
sur un (k − 1)-jet donne´ forment un espace affine de dimension
z(n,p,k) :=
n∑
j=p
(−1)p−j b(n, j).c(n, k + p− j),
(
=
p−1∑
j=0
(−1)p−j+1 b(n, j).c(n, k + p− j)
)
.
(ii) l’identite´ suivante est ve´rifie´e :
z(n, p, k) ≡ b(n+ k, n− p) . c(p, k)
De´monstration :
Une fois fixe´e la famille
(
(gB)
′
L.dxB)
)
L∈S(n,h),h≤k−1
de´finissant le k − 1-jet, le k-jet de la forme
ω =
∑
B∈Bp
gB.dxB est de´fini par la famille(
(gB)
′
L.dxB)
)
L∈S(n,k)
.
Si dω = 0, cet e´le´ment de SkT ∗(U)⊗ ∧pT ∗(U) appartient au noyau de l’application
dp : S
kT ∗(U)⊗ ∧pT ∗(U)→ Sk−1T ∗(U)⊗ ∧p+1T ∗(U)
du complexe de Koszul, et re´ciproquement. Par conse´quent la dimension de l’espace de ces e´le´ments
est e´gale a` la somme alterne´e des dimensions des termes a` partir de la` dans le complexe de Koszul,
ceux-ci formant une re´solution de ce noyau. Il revient au meˆme, puisque le complexe de Koszul est
acyclique, de prendre la somme alterne´e des dimensions des termes pre´ce´dant SkT ∗(U) ⊗ ∧pT ∗(U))
dans ce complexe. On en de´duit la partie (i) du lemme.
L’expression b(n+ k, n− p) . c(p, k) est e´gale a`
1
(p− 1)!(n− p)!
×
∏
1≤s≤n, s6=p
(k + s).
Elle est en particulier polynoˆmiale de degre´ n − 1 en k. Or chaque expression c(n, k + p − j) est
e´galement polynomiale de degre´ n − 1 en k, donc aussi z(n, p, k) que l’on peut ainsi prolonger aux
valeurs ne´gatives de k. Puisque
c(n, k + p− j) =
1
(n− 1)!
∏
1≤r≤n−1
(k − p− j + r) ,
c(n ,−s+ p− j) = 0 pour 0 ≤ j ≤ p− 1 si s est un entier compris entre p+ 1 et n, et pour p ≤ j ≤ n
si s est un entier compris entre 1 et p− 1. Ceci prouve que z(n, p ,−s) = 0 pour tout entier s ∈ [1, n],
s 6= p. Les deux polynoˆmes en k de degre´ n− 1, z(n, p, k) et b(n+k, n−p).c(p, k), ont donc les meˆmes
racines. Ils ont aussi le meˆme terme constant b(n, p). Ils sont donc e´gaux, d’ou` (ii).
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Corollaire : Les k-jets de p-formes ferme´es F-basiques en un point m de U , se projetant sur un
(k−1)-jet donne´ (F de´signant un feuilletage de codimension q), forment un espace affine de dimension
z(q, p, k).
De´monstration : Ces formes s’identifient en effet naturellement aux p-formes ferme´es sur une sous-
varie´te´ de dimension q transverse a` F .
3 Relations abe´liennes des tissus ordinaires
Rappelons le re´sultat suivant :
The´ore´me 1
(
A. He´naut ([H2])
)
:
Supposons que les feuilles du tissu soient en position ge´ne´rale en tout point m de U , et supposons
de plus que n est un multiple de q. Alors :
(i) L’espace vectoriel Abpm des germes de p-relations abe´liennes en un point m de U a une dimension
finie rp qui ne de´pend pas de m.
(ii) Cette dimension rp est majore´e par le nombre
πp(n, d, q) = b(q, p).
∑
h≥0
c(q, h).
(
d−
(n
q
− 1
)
(p+ h)− 1
)+
,
la notation a+ de´signant, pour tout nombre re´el a, le nombre sup (a, 0).
(iii) Cette borne est optimale : il existe un d-tissu sur U , dont le rang rp est e´gal a` πp(n, d, q).
Remarque : Ces nombres πp(n, d, q) ge´ne´ralisent les nombres π(n, d) = π1(n, d, 1) de Castelnuovo. Et
ce the´ore´me e´tait de´ja` de´montre´ par Chern ([C]) pour q = 1, et plus ge´ne´ralement par Chern-Griffiths
([CG]) dans le cas p = q.
Revenons au cas ge´ne´ral ou` n n’est plus ne´cessairement un multiple de q. On se donne un d-tissu
de codimension q sur U , que l’on suppose comple´tement de´composable et de´fini par d feuilletages
(Fi)1≤i≤d. Soit (x1, · · · , xλ, · · · , xn) un syste´me de coordonne´es locales sur U , et pour tout i =
1, · · · , d, on note ui := (ui,1, · · · , ui,q) un syste´me ge´ne´rateur de fonctions Fi-invariantes.
Toute p-forme Fi-basique
ωi =
∑
A∈Ap
(fi,A ◦ui) dui,A
s’e´crit encore :
ωi =
∑
B∈Bp
∑
A∈Ap
(fi,A ◦ui) J
A
i,B dxB,
JAi,B de´signant le de´terminant de la matrice jacobienne
JAi,B := det
(
D(ui,α1 , · · · , ui,αp)
D(xλ1 , · · · , xλp)
)
.
Ainsi, les p-relations abe´liennes s’identifient aux familles F =
(
fi,A
)
i,A
de d× b(q, p) fonctions holo-
morphes fi,A de q variables, satisfaisant aux b(n, p) identite´s
(EB)
d∑
i=1
∑
A∈Ap
(fi,A ◦ui) J
A
i,B ≡ 0.
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Puisque
(∑d
i=1
∑
A∈Ap
(fi,A ◦ui).J
A
i,B
)′
L
=
∑d
i=1
∑
A∈Ap
∑
|K|≤|L|M
i,A,K
B,L .
(
(fi,A)
′
K
◦ui
)
,
les identite´s
(EB)
′
L
( d∑
i=1
∑
A∈Ap
(fi,A ◦ui).J
A
i,B
)′
L
≡ 0, L ∈ S(n, h), 0 ≤ h ≤ k,
s’e´crivent encore
d∑
i=1
∑
A∈Ap
∑
|K|≤|L|
M i,A,KB,L .
(
(fi,A)
′
K ◦ui
)
≡ 0,
ou` l’on a pose´
M i,A,KB,L :=M
K
L (Fi, J
A
i,B)
.
On ordonne de 1 a` b(q, p) (resp. b(n, p)) les e´le´ments de Ap (resp. Bp). On ordonne de meˆme de 1
a` c(q, k) (resp. c(n, k)) les e´le´ments de S(q, k) (resp. S(n, k)). On ordonne alors les indices (A,K)
(resp. (B,L) suivant l’ordre lexicographique :
(A,K) < (A′,K ′), si A < A′ ou si (A = A′ et K < K ′), et re`gle analogue pour les indices (B,L).
Quant aux indices (i, A,K) on les ordonne suivant la re`gle :
(i, A,K) < (i′, A′,K ′) si (A,K) < (A′,K ′), ou si (A,K) = A′,K ′) et i < i′.
Notons :
Θr le fibre´ vectoriel holomorphe trivial de rank r,
βk(p) :=
∑k
h=0 b(n, p).c(n, h),
αk(p) := d.
∑k
h=0 b(q, p).c(q, h),
P
(k)
h (p) la matrice
((
M
(i,A,K)
(B,L)
))
, de taille b(n, p).c(n, k) × d.b(q, p).c(q, h), obtenue pour |L| = k
et |K| = h (avec la convention P
(k)
h = 0 si h > |L|). On e´crira aussi Pk(p) (voire Pk s’il n’y a pas
d’ambigu¨ıte´ sur p), au lieu de P
(k)
k (p).
Mk(p) la matrice de taille βk(p) × αk(p) construite avec les blocs P
(ℓ)
h (h, ℓ ≤ k), le bloc P
(ℓ)
h+1
e´tant a` droite de P
(ℓ)
h , et P
(ℓ)
h+1 en dessous,
et Qk(p) la sous-matrice de taille
(
b(n, p).c(n, k)
)
×αk−1(p) dansMk(p) forme´e avec les blocs P
(k)
h
pour 0 ≤ h ≤ k − 1 :
Mk(p) =


P
(0)
0 = P0 0 0 .... .... 0 0
P
(1)
0 P
(1)
1 = P1 0 .... .... 0 0
.... .... .... .... .... 0 0
P
(k−1)
0 P
(k−1)
1 P
(k−1)
2 .... .... P
(k−1)
k−1 = Pk−1 0
P
(k)
0 P
(k)
1 P
(k)
2 .... .... P
(k)
k−1 P
(k)
k = Pk


Qk(p) =
(
P
(k)
0 P
(k)
1 P
(k)
2 .... .... P
(k)
k−1
)
[On omettra parfois la parenthe`se (p) si aucune ambigu¨ıte´ n’est a` craindre].
Notons :
Rpk l’ensemble des relations abe´liennes formelles a` l’ordre k, que l’on identifie localement a` un
sous-ensemble de l’espace total du fibre´ trivial Θαk(p),
Rpk → R
p
k−1 la projection naturelle,
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w(i, A,K)
(
A ∈ Ap, K ∈ S(q, h), 0 ≤ h ≤ k
)
le nombre candidat a` repre´senter la valeur en un
point ui(m) d’une fonction (fi,A)
′
K ,
wh le d× b(q, p).c(n, h)-vecteur colonne des w(i, A,K) pour |K| = h,
et w(k) le αk(p)-vecteur colonne (w0, w1, · · ·wk) des w(i, A,K) pour |K| ≤ k.
On de´duit de ce qui pre´ce`de le
The´ore`me 2 : Si q > 1,
(i) Localement, Rpk s’identifie au noyau de Mk(p)
(
inclus dans le fibre´ trivial Θαk(p)
)
. Si la matrice
Mk(p) conserve un rang constant en tout point m ∈ U , Rk → U est un fibre´ vectoriel holomorphe de
rang
ρk(p) := αk(p)− rang Mk(p).
(ii) Les e´le´ments de Rpk se projetant sur un e´le´ment ak−1 ∈ R
p
k−1 donne´ sont solution du syste´me
line´aire suivant avec second membre :
Σk(w
(k−1)) < Pk, wk > = − < Qk(p), w
(k−1) >
des b(n, p).c(n, k) e´quations (EB)
′
L (B ∈ Bp, L ∈ S(n, k))
et d.b(q, p).c(q, k) inconnues w(i, A,K)
(
A ∈ Ap, K ∈ S(q, k)
)
.
De´finition 2 : Le tissu est dit p-ordinaire si, pour tout entier k ≥ 0, la matrice Pk est de rang
maximum inf(
(
b(n, p).c(n, k) , d.b(q, p).c(q, k)
)
.
Remarques :
1- Le syste`me Σk(w
(k−1)) ayant une signification intrinse`que, cette de´finition ne de´pend pas des
syste`mes ge´ne´rateurs ui utilise´s, pas plus que des coordonne´es locales (x1, · · · , xn).
2- Si p = q (et en particulier si q = 1), la 1-forme
∑
i ωi est automatiquement ferme´e : les e´quations
a` l’ordre k sont alors en nombre z(n, q, k) et non b(n, q) × c(n, k). Ce cas rele`ve donc des relations
abe´liennes ferme´es traite´es dans la section suivante.
Lemme 3 : Le rapport b(n, p).c(n, k)/b(q, p).c(q, k) est une fonction strictement croissante de k pour
k ≥ 0.
De´monstration : Le rapport pre´ce´dent s’e´crit en effet sous la forme
b(n, p)
b(q, p)
.
n−q∏
j=1
(q − 1 + j + k)
(q − 1 + j)
.
QED
Soit alors k0p le plus grand entier k tel que b(n, p).c(n, k)/b(q, p).c(q, k) soit au plus e´gal a` d.
On obtient le
The´ore`me 3 : Supposons q > 1, d > b(n,p)b(q,p) , et le d-tissu de codimension q ci-dessus p-ordinaire.
(i) Pour k ≤ k0p, l’ensemble R
p
k des p-relations abe´liennes formelles a` l’ordre k posse`de une structure
naturelle de fibre´ vectoriel holomorphe de rang
b(q, p)
k∑
h=0
c(q, h)
(
d−
b(n, p).c(n, h)
b(q, p).c(q, h)
)
.
(ii) Le p-rang rp du tissu est majore´ par le nombre
π0p(n, d, q) := b(q, p)
∑
h≥0
c(q, h)
(
d−
b(n, p).c(n, h)
b(q, p).c(q, h)
)+
.
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De´monstration :
Si le d-tissu de codimension q ci-dessus est p-ordinaire, et si h ≤ k0p, l’espace des p-relations
abe´liennes formelles a` l’ordre h se projetant sur une p-relation abe´lienne formelle a` l’ordre h − 1
donne´e, est un espace affine de dimension e´gale a` la diffe´rence
d.b(q, p).c(q, h)− b(n, p).c(n, h)
du nombre d’inconnues et du nombre d’e´quations, d’ou` la partie (i) du the´ore`me.
Si le d-tissu est p-ordinaire, et si h > k0p, l’espace des p-relations abe´liennes formelles a` l’ordre
h se projetant sur une p-relation abe´lienne formelle a` l’ordre h − 1 donne´e, est un espace affine de
dimension 0 ou est vide. L’espace des p-relations abe´liennes formelles d’ordre ∞ est donc de rang
au plus e´gal a` celui π0p(n, d, q) de R
p
k0(p)
. Il en est de meˆme pour l’espace des germes de p-relations
abe´liennes en un point de U , puisque le contexte est analytique, d’ou` la partie (ii) du the´ore`me.
QED
Remarques :
(i) Lorsque n est un multiple de q, π0p(n, d, q) est strictement plus petit que πp(n, d, q), sauf pour
n = 2, q = 1 (auquel cas il y a e´galite´).
(ii) Quand il existe un d-tissu p-ordinaire paralle´lisable (cf. section 6) de codimension q dans un
espace ambiant n-dimensionnel, celui-ci a un p-rang maximal, et cette borne est donc optimale.
The´ore`me 4 : Pour que le tissu soit p-ordinaire, il suffit que Pk(p) soit de rang maximum pour
k ≤ k0p + 1 (et meˆme seulement pour k ≤ k
0
p lorsque Pk0p(p) est une matrice carre´e).
De´monstration :
Supposons k > k0p, et Pk de rang maximum : son rang est donc e´gal au nombre de ses colonnes
(on dira pour abre´ger que Pk est une matrice“injective”).
Le syste`me Σk du the´ore`me 2 ci-dessus provient de ce que, pour toute relation abe´lienne faible F ,
< Pk,
(
(fi,A)
′
K ◦ui
)
|K|=k
> ≡ − < Qk(p), j
k−1F > .
En de´rivant successivement par rapport aux diffe´rentes coordonne´es xλ (notation abre´ge´e : ∂λ), on
voit que, pour tout λ = 1, · · · , n,
< Pk,
(∑
α
(
(fi,A)
′
K+1α
◦ui)(ui,α)
′
λ
)
|K|=k
>
ne de´pend que de jkF , et jk+1F est de´fini de fac¸on unique par les donne´es de jkF et de la famille(
∂λ
(
(fi,A)
′
K
◦ui
))
(i,A,|K|=k,λ)
. Il en re´sulte que wk+1 =
(
w(i, A,K ′)
)
(i,A,|K′|=k+1)
est aussi bien de´fini
par la famille (∑
α
(
w(i, A,K + 1α).(ui,α)
′
λ
)
(i,A,|K|=k,λ)
.
Ainsi, de`s lors que Pk est une matrice injective, Pk+1 l’est aussi. Puisque Pk0p+1 est injective par
hypothe`se (resp. Pk0p si cette matrice est carre´e), il en est de meˆme pour tout Pk, k > k
0
p.
QED
4 Relations abe´liennes ferme´es
Reprenons les notations de la section pre´ce´dente. Pour obtenir des p-relations abe´liennes ferme´es, il
faut maintenant, dans les e´quations de la section pre´ce´dente,
1) remplacer la base
(
w(i, A,K)
)
A∈Ap,|K|=k
de SkT ∗(Wi)⊗ ∧
pT ∗(Wi) par une base du noyau de dp
dans le complexe de Koszul relatif a` une sous-varie´te´ Wi de dimension q transverse a` Fi,
2) re´duire a` z(n, p, k) le nombre b(n, p).c(n, k) des e´quations (EB)
′
L (B ∈ Bp, L ∈ S(n, k)) : ces
dernie`res, en effet, ne sont plus toutes line´aitrement inde´pendantes, puisque dp(
∑
iw(i, k) = 0 dans
le complexe de Koszul relatif a` U .
Utilisant maintenant, pour tout i = 1, · · · , d, une base (avec z(q, p, k) e´le´ments) de l’espace des k-
jets de p-formes Fi-basiques ferme´es, notons M˜k(p) la matrice de taille β˜k(p)× α˜k(p) correspondante,
construite de fac¸on analogue a` Mk(p) dans la section pre¸´dente, avec des blocs P˜
(ℓ)
h de taille
z(n, p, ℓ)× z(q, p, h), ou`
α˜k(p) := d.
∑k
h=0 z(q, p, h),
et β˜k(p) :=
∑k
h=0 z(n, p, k).
On de´finit de meˆme Q˜k(p), de taille z(n, k) × α˜k−1(p) dans M˜k(p) forme´e avec les blocs P˜
(k)
h pour
0 ≤ h ≤ k − 1, et l’on e´crira aussi P˜k au lieu de P˜
(k)
k .
Notant maintenant R˜pk l’ensemble des relations abe´liennes ferme´es formelles a` l’ordre k et
R˜pk → R˜
p
k−1 la projection naturelle, on obtient le
The´ore`me 5 : Si q ≥ 1,
(i) Localement, R˜pk s’identifie au noyau de M˜k(p)
(
inclus dans le fibre´ trivial Θα˜k(p)
)
. Si la matrice
M˜k(p) conserve un rang constant en tout point m ∈ U , R˜k → U est un fibre´ vectoriel holomorphe de
rang
ρ˜k(p) := α˜k(p)− rang M˜k(p).
(ii) Les e´le´ments de R˜pk se projetant sur un e´le´ment ak−1 ∈ R˜
p
k−1 donne´ sont solution d’un syste´me
line´aire avec second membre Σ˜k(ak−1)
- de z(n, p, k) e´quations (EB)
′
L
- et d.z(q, p, k) inconnues,
que l’on peut e´crire en abre´ge´ :
< P˜k, w˜k > = < Q˜k(p), ak−1 > .
De´finition 3 : Le tissu est dit p-fortement ordinaire si, pour tout entier k ≥ 0, la matrice P˜k est de
rang maximum inf
(
z(n, p, k) , d.z(q, p, k)
)
.
Cette de´finition a une signification intrinse`que, comme la de´finition 2.
Lemme 4 : Le rapport z(n,p,k)z(q,p,k) est une fonction strictement croissante de k pour k ≥ 0.
De´monstration : D’apre`s le lemme 2, l’identite´ suivante est en effet ve´rifie´e :
z(n, p, k)
z(q, p, k)
≡
(q − p)!
(n− p)!
×
n−q∏
j=1
(q + j + k).
QED
Soit k1p le plus grand entier h tel que d ≥
z(n,p,h)
z(q,p,h) .
The´ore`me 6 :
Supposons le d-tissu de codimension q ci-dessus p-fortement ordinaire, d > z(n,p,0)z(q,p,0) , et q ≥ 1.
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(i) Pour k ≤ k1p, l’ensemble R˜
p
k des p-relations abe´liennes ferme´es formelles a` l’ordre k posse`de
une structure naturelle de fibre´ vectoriel holomorphe de rang
k∑
h=0
z(q, p, h)
(
d−
z(n, p, h)
z(q, p, h)
)
.
(ii) Le p-rang ferme´ r˜p du tissu est majore´ par le nombre
4
π′p(n, d, q) :=
∑
h≥0
z(q, p, h)
(
d−
z(n, p, h)
z(q, p, h)
)+
.
Remarque : Quand il existe un d-tissu fortement p-ordinaire paralle´lisable (cf. section 6) de codi-
mension q dans un espace ambiant n-dimensionnel, celui-ci a un p-rang ferme´ maximal, et cette borne
est donc optimale.
The´ore`me 7 : Pour que le tissu soit fortement p-ordinaire, il suffit que P˜k(p) soit de rang maximum
pour k ≤ k1p + 1 (et meˆme seulement pour k ≤ k
1
p si P˜k1p(p) est une matrice carre´e).
La de´monstration des deux the´ore`mes 6 et 7 est analogue a` celles des the´ore`mes 3 et 4.
Toute p-relation abe´lienne ferme´e est e´videmment p-abe´lienne, et le p-rang ferme´ d’un tissu est
donc au plus e´gal a` son p-rang. Cependant, il se peut que π′p(n, d, q) soit plus grand que π
0
p(n, d, q)
(par exemple π′1(3, 3, 2) = 8 tandis que π
0
1(3, 3, 2) = 6). Dans ce cas, un tissu fortement p-ordinaire
de rang maximal ne sera certainement pas p-ordinaire. Plus ge´ne´ralement :
Proposition 2 : Pour que le tissu puisse eˆtre p-ordinaire, il est ne´cessaire que soit re´alise´e la
condition suivante :
α˜k(p)− β˜k(p) ≤ αk(p)− βk(p) quel que soit k ≤ inf(k
0
p, k
1
p).
De´monstration : Pour k ≤ inf(k0p, k
1
p), R˜
p
k doit eˆtre inclus dans R
p
k de`s que le tissu est p-ordinaire,
et par conse´quent son rang ρ˜k(p)
(
toujours au moins e´gal a` α˜k(p) − β˜k(p)
)
doit eˆtre au plus e´gal a`
ρk(p), c’est-a`-dire a` αk(p)− βk(p) si le tissu est p-ordinaire.
5 Tissus p-calibre´s et connexions
Dans cette section, nous limiterons l’expose´ au cas des tissus calibre´s ordinaires, mais la the´orie se
transpose sans difficulte´ au cas des tissus fortement calibre´s et fortement ordinaires.
Il se peut que b(n,p).c(n,k)b(q,p).c(q,k) prenne des valeurs entie`res pour certaines valeurs de k.
De´finition 4 :
Un d-tissu de codimension q sera dit p-calibre´ si
d =
b(n, p).c(n, k0p)
b(q, p).c(q, k0p)
.
[si d =
z(n,p,k1p)
z(q,p,k1p)
on dit que le tissu est fortement p-calibre´].
Pour alle´ger les notations, l’entier p e´tant bien fixe´, posons dans cette section :
Rh := R
p
h, k0 := k
0
p et E := Rk0−1 .
4Rappelons (lemme 2) la formule z(m, p, h) = b(m + h,m − p).c(p, h) .
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Le fibre´
Rk0 := J
1E ∩ Jk0R0
est l’intersection des fibre´s J1E et Jk0R0 dans J
1(Jk0−1R0).
Si le tissu est p-calibre´ et p-ordinaire, la projection Rk0 → E est un isomorphisme de fibre´s vectoriels
holomorphes de rang π0p(n, d, q). Notant u : E
∼=
→ R˜k0 l’isomorphisme inverse, et ι : R˜k0 ⊂ J
1E
l’inclusion naturelle, l’application compose´e v := ι ◦u de E dans J1E est une scission holomorphe de
la suite exacte
0→ T ∗U ⊗ E
∇
←−
−→ J1E
v
←−
−→ E → 0
et de´finit par conse´quent une connexion holomorphe ∇ sur E , que nous appellerons la connexion
tautologique, dont la de´rivation covariante associe´e est donne´e par la formule
∇s = j1s−
(
ι ◦u
)
(s).
The´ore`me 8 :
(i) Si un d-tissu de codimension q est p-ordinaire et calibre´, ses p-relations abe´liennes s’identifient,
par l’application σ → jk1−1σ, aux sections holomorphes s de E dont la de´rive´e covariante ∇s par
rapport a` la connexion tautologique est nulle.
(ii) Le tissu est alors de rang maximum π0p(n, d, q) ssi la courbure de la connexion tautologique est
nulle.
De´monstration :
Puisque v se factorise a` travers Rk0 , il est e´quivalent de dire, pour une section σ de R0, que j
k0σ
est une section de Rk0 ou que ∇(j
k0−1σ) s’annule : les p-relations abe´liennes sont donc les sections
holomorphes σ de R0 telles que ∇(j
k0−1σ) = 0.
Dire que cette connexion est sans courbure e´quivaut alors a` dire que le tissu est de rang maximum
π0p(n, d, q) (le rang de E).
QED
6 Exemples :
Les calculs concernant ces exemples n’ont pas toujours e´te´ de´taille´s, quand ils e´taient trop complique´s
ou trop fastidieux pour eˆtre faits sans ordinateur.
6.1 p = q = 1 :
On retrouve le re´sultat de [CL] :
π′1(n, d, 1) = π
′(n, d)
(
:=
∑
h≥1
(
d− c(n, h)
)+)
.
Le calcul de la courbure dans le cas calibre´ alors e´te´ pre´sente´ dans [DL1], ainsi que de nombreux
exemples (voir aussi [DL2] dans le cas non-ne´cessairement calibre´).
6.2 Tissus paralle´lisables :
Un d-tissu de codimension q est dit paralle´lisable s’il est possible de choisir les coordonne´es locales et
les syste`mes ge´ne´rateurs de fonctions Fi-basiques ui = (ui,α)α de fac¸on que toutes les fonctions ui,α
soient des fonctions affines de ces coordonne´es locales.
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The´ore`me 9 : Pour des tissus paralle`lisables p-ordinaires (resp. fortement p-ordinaires), le p-rang
(resp. le p-rang ferme´) est toujours maximal, e´gal a` π0p(n, d, q)
(
resp. a` π′p(n, d, q)
)
. Si le tissu n’est
pas p-ordinaire (resp. fortement p-ordinaire), le p-rang (resp. le p-rang ferme´) est strictement plus
grand.
De´monstration : Si les fonctions ui,α sont toutes affines, les matrices Qk(p) (resp. Q˜k(p)) sont alors
nulles. Le rang de Mk(p)
(
resp. M˜k(p)
)
est donc e´gal a` la somme des rangs des Ph(p) (resp. P˜h(p))
pour h ≤ k. Par conse´quent, si le tissu est p-ordinaire (resp. fortement p-ordinaire), Rk0p (resp. R˜
k1
p )
est de rang maximum π0p(n, d, q) (resp. π
′
p(n, d, q)), et le rang de R
k
p (resp. R˜
k
p ne diminue pas quand
k > k0p (resp. k > k
1
p).
QED
Quand on peut choisir5 les fonctions affines ui,α de fac¸on que les tissus soient p-ordinaires (resp.
fortement p-ordinaires), ceci montre le caracte`re optimal des bornes des the´ore`mes 3 et 6.
6.3 Tissus de courbes (q = n− 1) - Ge´ne´ralite´s :
Le nombre π′n−1(n, d, n− 1) est alors e´gal a`
d−n−1∑
h=0
b(n− 2 + h, h) (d− n− h).
On retrouve, pour les tissus en courbes (n− 1)-ordinaires, la borne donne´e par Damiano ([D]).
Plus ge´ne´ralement,
π′p(n, d, n−1) =
∑
h≥0
b(n−1+h, n−1−p).b(p−1+h, h)
(
d−
n+ h
n− p
)+
pour les tissus fortement p-ordinaires,
et
π0p(n, d, n− 1) = b(n− 1, p).
∑
h≥0
b(n− 2+h, n− 2)
(
d−
n(n− 1 + h)
(n− 1)(n− p)
)+
pour les tissus p-ordinaires.
Notons Xi un champ de vecteurs engendrant Fi.
Proposition 3 : S’il existe deux indices distincts i, j tels que le crochet [Xi, Xj ] soit une combinaison
line´aire de Xi et Xj, les p-rangs rp et r˜p de celui-ci sont infinis, pour tout p ≤ n− 2. En particulier,
le tissu n’est certainement ni p-ordinaire, ni fortement p-ordinaire pour ces valeurs de p.
C’est un cas particulier de la proposition 1 (section 2).
6.4 Tissus de courbes en dimension 3 (q = 2) :
Simplifions les notations ge´ne´rales en de´signant les coordonne´es locales par (x, y, z) au lieu de (x1, x2, x3),
et les fonctions Fi-basiques de´finissant Fi par ui(x, y, z) et vi(x, y, z), au lieu de ui,1 et ui,2.
6.4.1 Simplification des expressions de π′2(3, d, 2), π
0
1(3, d, 2) et π
′
1(3, d, 2) :
Pour n = 3, chaque terme sous le signe
∑
dans les expressions pre´ce´dentes est polynomial de degre´
2 en h. En utilisant les formules classiques donnant les sommes d’entiers et les sommes de carre´s, on
obtient :
π′2(3, d, 2) =
1
6
(d− 1)(d− 2)(d− 3) (expression de´ja` donne´e dans [D]),
5Toutefois, ce n’est pas toujours possible ; par exemple, si q = n− 1, ce n’est possible que pour p = n − 1, d’apre`s
la proposition 3 ci-dessous.
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tandis que
π01(3, d, 2) =
1
4
δ(δ + 1)(δ − ρ), ou` l’on a pose´ 4d− 2 = 3δ + ρ, (ρ = 0, 1, 2),
et
π′1(3, d, 2) =
1
3
(d2 − 1)(2d− 3).
6.4.2 Exemples de 4-tissus de courbes en dimension 3 :
De´finissons le 4-tissu W , de´pendant de deux fonctions a priori arbitraires ϕ(x, y, z) et ψ(x, y, z) par
u1 ≡ x, u2 ≡ y, u3 ≡ z, u4 ≡ ϕ(x, y, z), v1 ≡ y, v2 ≡ z, v3 ≡ x, v4 ≡ ψ(x, y, z),
D’apre`s la proposition 3, ces tissus ne sont certainement ni 1-ordinaires ni fortement 1-ordinaires et
sont de rang r1(W) et r˜1(W) infinis. Les conditions de la proposition 2 ne sont d’ailleurs pas re´alise´es.
Etudions leurs 2-relations abe´liennes. On cherche alors des 2-formes qui peuvent s’e´crire :
ωi = hi(ui, vi) dui ∧ dvi.
Notons respectivement Ji,xy, Ji,yz et Ji,zx les de´terminants des matrice jacobiennes
D(ui,vi)
D(x,y) ,
D(ui,vi)
D(y,z)
et D(ui,vi)D(z,x) . La condition de trace nulle s’e´crit :
< P0(2), h >≡ 0, avec P0(2) =

JxyJyz
Jzx

 ,
Jxy, Jyz, Jzx de´signant les d-vecteurs ligne (J1,xy · · · Jd,xy), (J1,yz · · · Jd,yz) et (J1,zx · · ·Jd,zx), et h le
d vecteur colonne (h1, · · · , hd).
Notant respectivement ∆ux, ∆uy, ∆uz, ∆vx ∆vy et ∆vz les matrices diagonales d × d constru-
ites sur les d-vecteurs
(
(u1)
′
x, · · · , (ud)
′
x
)
,
(
(u1)
′
y, · · · , (ud)
′
y
)
,
(
(u1)
′
z, · · · , (ud)
′
z
)
,
(
(v1)
′
x, · · · , (vd)
′
x
)
,(
(v1)
′
y, · · · , (vd)
′
y
)
, et
(
(v1)
′
z, · · · , (vd)
′
z
)
, on construit d’abord la matrice 9 × 2d par blocs qu’on ob-
tient en composant avec P0 chacune des 3 de´rive´es partielles du d-vecteur
(
h1(u1, v1), · · · , h1(u1, v1)
)
.
Mais la somme des lignes 3,4 et 8 est nulle car la 2-forme
∑
i h(ui, vi) dui ∧ dvi doit eˆtre ferme´e. La
matrice P˜1(2) (de taille 8×2d) s’obtient donc en supprimant de la matrice pre´cdente l’une de ces trois
lignes, disons la huitie`me pour fixer les ide´es :
P˜1(2) =


Jxy.∆ux Jxy.∆vx
Jxy.∆uy Jxy.∆vy
Jxy.∆uz Jxy.∆vz
Jyz.∆ux Jyz.∆vx
Jyz.∆uy Jyz.∆vy
Jyz.∆uz Jyz.∆vz
Jzx.∆ux Jzx.∆vx
Jzx.∆uz Jzx.∆vz


, et Q˜1(2) =


(Jxy)
′
x
(Jxy)
′
y
(Jxy)
′
z
(Jyz)
′
x
(Jyz)
′
y
(Jyz)
′
z
(Jzx)
′
x
(Jzx)
′
z


Posant
ϕ′x = a , ϕ
′
y = b , ϕ
′
z = c, ψ
′
x = p, ψ
′
y = q , ψ
′
z = r, et br − qc = A, cp− ar = B, aq − pb = C,
on obtient :
P0(2) =

1 0 0 C0 1 0 A
0 0 1 B

 , P˜1(2) =


a 0 0 aC p 0 0 pC
0 a 0 aA 0 p 0 pA
0 0 a aB 0 0 p pB
b 0 0 bC q 0 0 qC
0 b 0 bA 0 q 0 qA
0 0 b bB 0 0 q qB
c 0 0 cC r 0 0 rC
0 0 c cB 0 0 r rB


, et Q˜1(2) =


0 0 0 C′x
0 0 0 C′y
0 0 0 C′z
0 0 0 A′x
0 0 0 A′y
0 0 0 A′z
0 0 0 B′x
0 0 0 B′z


.
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Le rang de P0(2) est toujours maximal, et le 4-vecteur
s := (h1 = −C, h2 = −A, h3 = −B, h4 = 1)
est une base du module des sections du fibre´ E = KerP0(2), de rang 1. Puisque le de´terminant de
P˜1(2)) est e´gal a` −ABC, le tissu est 2-ordinaire ssi ABC n’est pas nul.
Cas ou` F4 est un feuilletage en droites paralle`les : Les expressions a, b, c, p, q, r et A,B,C sont
des constantes. Les nombres A, B et C ne peuvent pas eˆtre tous nuls, puisque dϕ ∧ dψ 6= 0.
- 1) si ABC n’est pas nul, le tissu est 2-ordinaire :
Dans ce cas, r˜2 = 1
(
= π′2(3, d, 2)
)
, et (h1 = −C, h2 = −A, h3 = −B, h4 = 1) de´finit une base de Ab
2,
soit
ω1 = −C dx ∧ dy, ω2 = −A dy ∧ dz, ω3 = −B dz ∧ dx, ω4 = A dy ∧ dz +B dz ∧ dx+ C dx ∧ dy.
Ces deux relations abe´liennes sont des cobords : la 2-relation pre´ce´dente est en effet la diffe´rentielle
de la 1-relation abe´lienne
η1 = −Cx dy, η2 = −Ay dz, η3 = −Bz dx, η4 = Ay dz +Bz dx+ Cx dy.
- 2) si l’un des trois nombres A,B ou C est nul, (disons C pour fixer les ide´es), et pas les deux
autres : h4(ax + by + cz, px+ qy + rz) ne doit de´pendre que de la seule variable z ; autrement dit la
fonction h4(u, v) doit ve´rifier l’une des deux e´quations e´quivalentes ah
′
u + ph
′
v ≡ 0 ou bh
′
u + qh
′
v ≡ 0,
soit h′u(u, v) ≡ −p ξ(u, v) et h
′
v ≡ a ξ(u, v), et le rang r˜2 est infini (chaque fonction ξ(u, v) telle que
a ξ′u + p ξ
′
v ≡ 0 de´finissant une 2-relation abe´lienne),
Cas ge´ne´ral (exemple de courbure) : On va utiliser le fait que le tissu est fortement 2-calibre´, et
calculer -lorsqu’il est fortement 2-ordinaire- la courbure de la connexion tautologique correspondante
sur le fibre´ E = Ker P0(2), de rang 1 : le tissu sera de rang r˜2 e´gal a` 1 ou 0, selon que cette courbure
est nulle ou non.
Puisque la quatrie`me composante de s est e´gale a` 1, les seules composantes du 8-vecteur colonne(
P˜1(2)
)−1
.Q˜1(2).s qui nous inte´ressent pour calculer la forme de connexion (relative a` la trivialisation
de´finie par {s}) sont la quatrie`me et la huitie`me, soit :
H :=
1
ABC
(
pAC′z − rA
′
xC
)
et K :=
1
ABC
(
cA′xC − aAC
′
z
)
.
On en de´duit la forme de connexion
η := H dϕ+K dψ et la forme de courbure Ω := dH ∧ dϕ+ dK ∧ dψ.
Prenons par exemple la famille de tissus Wλ, de´pendant d’un parame`tre scalaire λ, obtenue avec
ϕ(x, y, z) ≡ x+ y , et ψ(x, y, z) ≡ x+ z +
1
2
(x2 + 2λxz + z2).
Ce tissu est fortement 2-ordinaire au voisinage de l’origine (en dehors des deux plans d’e´quations
respectives 1 + λx+ z = 0 et 1 + x+ λz = 0), et la courbure de la connexion est e´gale a`
λ(λ − 1)(z − x)
p2r2
(
(λ+ 1)(x+ z) + 2
)
dx ∧ dz.
Ainsi, r˜2(Wλ) est e´gal a` 1 si λ = 0 ou 1, et a` 0 sinon :
- si λ = 0,
ω1 = −(1 + u1) du1 ∧ dv1, ω2 = (1 + v2) du2 ∧ dv2, ω3 = −(1 + u3) du3 ∧ dv3, ω4 = du4 ∧ dv4
de´finit en effet une 2-relation abe´lienne fournissant une base de Ab2 ; cette 2-relation abe´lienne est un
cobord : c’est la diffe´rentielle de la 1-relation abe´lienne
η1 = −(u1 + v1)(1 + u1) du1, η2 = −u2(1 + v2) dv2, η3 = −v3(1 + u3) du3, η4 = u4 dv4.
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- si λ = 1, c’est
ω1 = du1 ∧ dv1, ω2 = −du2 ∧ dv2, ω3 = du3 ∧ dv3, ω4 = (2v4 + 1)
−1/2 du4 ∧ dv4
qui de´finit une base de Ab2. Cette 2-relation abe´lienne est encore un cobord : c’est la diffe´rentielle de
la 1-relation abe´lienne
η1 = (u1 − v1) du1, η2 = −u2 dv2, η3 = u3 dv3, η4 = u4 dv4.
6.5 Exemples de 4-tissus de codimension 2 en dimension 4 :
Dans [G], V.V.Goldberg a donne´ trois exemples de 4-tissus de codimension 2 en dimension 4, dont le
2-rang e´tait maximal e´gal a` 1 (= π2(4, 4, 2)). Nous allons voir ci-dessous comment les distinguer par
leur 1-rang et les invariants que nous avons de´finis.
Notant (x, y, z, t) les coordonne´es dans C4, et (ui, vi) au lieu de (ui,1, ui,2) un syste`me ge´ne´rateur
de fonctions basiques des feuilletages Fi (i = 1, 2, 3, 4), les exemples de [G] sont les les tissus W1, W2,
et W3 suivants :
- pour W1 : (u1 = x, v1 = y), (u2 = z, v2 = t),
(
u3 = x+ z, v3 = (y + t)(z − x)
)
, et(
u4 =
(y+t)2(z−x)2
yt , v4 = x+ z + (y + t)(z − x).ϕ
(
(yt)1/2
)
, ou` l’on a pose´ ϕ(s) = Arctgss
)
,
- pour W2 : (u1 = x, v1 = y), (u2 = z, v2 = t), (u3 = x+ z, v3 = yz − xt), et(
u4 =
yz−xt
y+t , v4 = −(x+ z)−
yz−xt
y+t .ln
t
y
)
;
- pour W3 : (u1 = x, v1 = y), (u2 = z, v2 = t), (u3 = x+ z +
1
2x
2t, v3 = y + t−
1
2xt
2), et(
u4 = −x+ z +
x2t
2 , v4 = y − t−
xt2
2
)
.
Une base de l’espace des germes de 2-relations abe´liennes en un point ge´ne´rique est donne´e
- par ω1 =
1
v1
du1 ∧ dv1 , ω2 =
1
v2
du2 ∧ dv2 , ω3 = −
1
v3
du3 ∧ dv3 , ω4 = −
1
2u4
du4 ∧ dv4 pour W1,
- par ω1 = −
1
v1
du1 ∧ dv1 , ω2 = −
1
v2
du2 ∧ dv2 , ω3 =
1
v3
du3 ∧ dv3 , ω4 = −
1
u4
du4 ∧ dv4 pour W2,
- et par ω1 = 2 du1 ∧ dv1 , ω2 = 2 du2 ∧ dv2 , ω3 = − du3 ∧ dv3 , ω4 = du4 ∧ dv4 pour W3.
Les deux premiers exemples, W1 et W2, admettent d’autre part une 1-relation abe´lienne ferme´e
e´vidente, donne´e par
ω1 = −du1, ω2 = −du2, ω3 = du3, ω4 = 0.
On peut les distinguer par le rang de P1(1) qui est e´gal a` 15 pour W1 et a` 13 pour W2. Ils ne sont
cependant 1-ordinaires ni l’un ni l’autre, puisque le rang maximum de P1(1) est 16. D’autre part, le
rang maximum de P˜1(1), e´gal a` 10, est atteint dans le cas de W1 qui est fortement 1-ordinaire, et pas
dans celui de W2 pour lequel il est e´gal a` 9.
Quant a` W3, il n’est pas non plus 1-ordinaire ni fortement 1-ordinaire, puisque les rangs des
matrices P1(1) et P˜1(1) sont repectivement 11 et 9. Montrons la
Proposition 4 : Le 1-rang de W3 est nul :
r1(W3) = 0.
Corollaire : La 2-relation abe´lienne (ferme´e) de W3
2(du1 ∧ dv1 + du2 ∧ dv2)− du3 ∧ dv3 + du4 ∧ dv4 = 0,
exhibe´e par [G], n’est le cobord d’aucune 1-relation abe´lienne.
De´monstration : Soit
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ω1 = f1(x, y) dx+ g1(x, y) dy, ω2 = f2(z, t) dz + g2(z, t) dt,
ω3 = f3(u3, v3) du3 + g3(u3, v3) dv3, ω4 = f4(u4, v4) du4 + g4(u4, v4) dv4.
une 1-relation abe´lienne. La condition de trace nulle s’e´crit :
f1 + (f3 − f4) + xt(f3 + f4)−
t2
2 (g3 + g4) ≡ 0
g1 + g3 + g4 ≡ 0
f2 + f3 + f4 ≡ 0
g2 +
x2
2 (f3 + f4) + (g3 − g4)− xt(g3 + g4) ≡ 0
,
soit
−2f3 ≡ f1(x, y) + (1 − xt)f2(z, t) +
t2
2 g1(x, y),
2f4 ≡ f1(x, y)− (1 + xt)f2(z, t) +
t2
2 g1(x, y),
−2g3 ≡ (1 + xt)g1(x, y) + g2(z, t)−
x2
2 f2(z, t),
−2g4 ≡ (1− xt)g1(x, y)− g2(z, t) +
x2
2 f2(z, t).
Pour exprimer que f3 et g3 (resp. f4 et g4) ne sont fonctions que de u3 et v3 (resp. u4 et v4), nous
allons faire le changement de coordonne´es
x = 12 (X−Z), y =
1
2 (Y +T )+
1
16 (X−Z)(Y −T )
2, z = 12 (X+Z)−
1
16 (X−Z)
2(Y −T ) et t = 12 (Y −T ),
de sorte que X = u3, Y = v3, Z = u4, T = v4.
On obtient les champs de vecteurs
∂
∂X =
1
2
∂
∂x +
t2
4
∂
∂y +
1−xt
2
∂
∂z ,
∂
∂Y =
1+xt
2
∂
∂y −
x2
4
∂
∂z +
1
2
∂
∂t ,
∂
∂Z = −
1
2
∂
∂x −
t2
4
∂
∂y +
1+xt
2
∂
∂z ,
∂
∂T =
1−xt
2
∂
∂y +
x2
4
∂
∂z −
1
2
∂
∂t .
Nume´rotant de I a` VIII les e´quations ∂f3∂Z = 0,
∂f4
∂X = 0,
∂f3
∂T = 0,
∂f4
∂Y = 0,
∂g3
∂Z = 0,
∂g4
∂X = 0,
∂g3
∂T = 0,
∂g4
∂Y = 0 , on ve´rifie :
- les e´quations I et II sont e´quivalentes, de meˆme que VII et VIII ;
- les e´quations III et IV sont e´quivalentes a` :
tg1(x, y) ≡ xf2(z, t) et (f1)
′
y +
t2
2
(g1)
′
y ≡ (f2)
′
t −
x2
2
(f2)
′
z ;
il existe par conse´quent une constante k telle que g1(x, y) ≡ kx et f2(z, t) ≡ kt ; en outre (f1)
′
y ≡ 0 ;
- reportant ces informations dans I, on obtient : (f1)
′
x ≡ kt, ce qui n’est possible que si k = 0 ;
- de meˆme, les e´quations V, VI et VIII impliquent que f1 et g2 sont identiquement nulles ;
- on en de´duit que f3, f4, g3 et g4 sont elles meˆmes identiquement nulles.
QED
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